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✹✳✺ ■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✹✳✻ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✹✳✼ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✻
✻ ❆❝t✐✈✐tés ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✷✽
✻✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽





❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳
✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ s❝✐❡♥❝❡ ❢♦♥❞é❡ ♣❛r ●❡♦r❣❡s ▼❛✲
t❤❡r♦♥ ❡t ❏❡❛♥ ❙❡rr❛ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ q✉❛r❛♥t❡ ❛♥s✳ ❯♥ ✐♥térêt t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ♣♦rté à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s✱ ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❖♥ ② ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✐ss✉s ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈♦q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳
✕ ❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡r❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ tr❛✈❛✉① ❞♦♥t ❧✬✐♥térêt ✐♥❞✉str✐❡❧ ❛ été ♣r♦✉✈é ♣❛r ❞❡s ❜r❡✈❡ts ♦✉ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳
✶✳✶✳ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡
▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡ts q✉✐ s✬② tr♦✉✈❡♥t r❡q✉✐èr❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿
✕ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣ér❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t à ❧❡s ✐s♦❧❡r✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❀
✕ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✭♥♦♠❜r❡s ♦✉ s②♠❜♦❧❡s✮✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡✳
❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✐♠✐té❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❬✶✵✵✱ ✶✷✹✱ ✶✷✺✱ ✽✾✱ ✶✷✽✱ ✽✵✱
✶✱ ✶✷✸❪ ② tr♦✉✈❡ ✉♥ ✐♠♠❡♥s❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭❧❡s ✐♠❛❣❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✮ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✱ ❞♦♥t ♦♥ ♠❛îtr✐s❡
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s t❡❧❧❡s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ s❡✉✐❧✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❣❛♥✐sé❡s ❡♥ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❯♥ t❡❧
❛r❜r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡♥t✐tés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✿ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✽✼✱ ✽✻✱ ✼✹✱ ✾✸❪✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✜①❡s ❡t ❛♥✐♠é❡s ❬✶✷✵❪✱
r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✶✵✷✱ ✶✶✵❪✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✶✷✵❪ ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✼✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✻✵✱ ✶✸✶✱ ✶✵✺✱
✶✶✻❪✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❡st ✉♥ ❛①❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ❡t ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣♦rt❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✉ ❝♦té t❤é♦r✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞✐s❝r❡t✱ q✉❡ ❞✉ ❝♦té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❛♥♥② ❬✻✽❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❧❡✈❡❧
s❡t ❬✶✷✼❪ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❬✾✾✱ ✶✵✾✱ ✾✽❪✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ été
♣r♦♣♦sé❡ ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❛r ▼✳ ❈♦✉♣r✐❡ ❡t ●✳ ❇❡rtr❛♥❞ ❬✼✹✱ ✼✸❪✳ ❊♥ ♥♦✉s s❡r✈❛♥t ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ré❝❡♠♠❡♥t
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ●✳ ❇❡rtr❛♥❞ ❬✺✼✱ ✺✻❪✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
❡①✐st❛♥ts ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♥❡ ♣rés❡r✈❡♥t ♣❛s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✳ ❙❡✉❧❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❣❛r❛♥t✐t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳
❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡♣♦s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s é♣❛✐ss❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❣ê♥❛♥t ♣♦✉r
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠✐♥❝❡✉r ❡t ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s✱ ❡t à ét✉❞✐❡r ❧❡✉rs
♣r♦♣r✐étés✳ ❯♥ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t ♠✐♥❝❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♥❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és✳
❆✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❬✶✵✽❪✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s s❝❤é♠❛s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ♦✉t✐❧ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡
✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s
✹
❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡✉✐❧❧❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❀ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❤②stérés✐s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs
♥♦♥ ❢❡r♠és ❞❡ t②♣❡ ❈❛♥♥②✲❉❡r✐❝❤❡ ❬✻✽✱ ✼✽❪✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡t ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs
s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❞♦♣tés ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳
✶✳✷✳ ❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈♦q✉❡✱ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❜❛ss✐♥s ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦♥t ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té ❬✺✶❪✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛❞r❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t
❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❞✐t ❞❡s ✏▼♦♥t❛❣♥❡s ❘✉ss❡s✑✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲
❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❜♦r♥é❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧✬✐♥✜♠✉♠✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛ tr♦✉✈é ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❞❛♣té à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s
♦✉ ❡♥ t❡✐♥t❡s ❞❡ ❣r✐s ❞❛♥s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡ts ❬✾✵✱ ✶✶✽✱ ✶✶✼❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s
tr❡✐❧❧✐s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s
✭❛❧❣è❜r❡ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✺✸✱ ✺✶❪✮ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡
❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❡r♠és✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♦✉ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ✈✐❛❜✐❧✐té✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ✈✐sé à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥✜♥✐tés✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣✉❜❧✐és ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
✭éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✻✻❪ ♦✉ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✶✵✸❪✮✱ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ❬✻✸❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦rté
✉♥ r❡❣❛r❞ ❞✐✛ér❡♥t s✉r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ✭♥♦✉✈❡❛✉ à ❧✬é♣♦q✉❡✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❬✺✷✱ ✺✺❪✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡s t✉❜❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❡t ♣r♦✉✈♦♥s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡t s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts✳
❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬✺✷✱ ✺✺❪✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
✐♥tér❡ssés à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❞❛♣té à ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳
❯♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❞é✜s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❡s ❬✾✷✱ ✼✷✱ ✶✶✸✱ ✶✶✷❪✱ q✉✐ ❛ ♣r♦✉✈é s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ♣❛r s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥❞✉str✐❡❧s ❧♦rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝✐t♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦✉❧❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t
❞✬❛✐r❜❛❣s✳
✶✳✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❈♦♠❜✐♥é❡s ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t à ❧❛
❢♦✐s ♣❛r ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés q✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥térêt é✈✐❞❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ t❤❡♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦✐♥s ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞✬♦❜❥❡ts ♦✉ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ✭✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦✜❧✮ ♦✉ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t s❝❛♥♥é✱ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✱
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✮✳
✺
✷✳ ▼❖❘P❍❖▲❖●■❊ ▼❆❚❍➱▼❆❚■◗❯❊
✷✳✶✳ ❆r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥ s❡✉✐❧✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❣❛♥✐sé❡s ❡♥ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❯♥ t❡❧
❛r❜r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝❛♣t✉r❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ❡♥t✐tés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡t ❛r❜r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛r♠✐
❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✿ ✜❧tr❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✽✼✱ ✽✻✱ ✼✹✱ ✾✸❪✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✜①❡s ❡t ❛♥✐♠é❡s ❬✶✷✵❪✱ r❡❝❛❧❛❣❡
❞✬✐♠❛❣❡s ❬✶✵✷✱ ✶✶✵❪✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✶✷✵❪ ❡t ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✼✶❪✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡t ❛r❜r❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳
P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❡s ♣❧✉s r❛✲
♣✐❞❡s ❬✶✵✶❪ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ 0(n ln(n))✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✱ s✐♠♣❧❡ à
✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❚❛r❥❛♥✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡t ❛r❜r❡✳
❉é❝r✐✈♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s t♦♣♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ r❡❧✐❡❢ ❞♦♥t ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳
■♠❛❣✐♥♦♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬❡❛✉✱ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡❛✉ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ❉❡s î❧❡s ✭❧❡s ♠❛①✐♠❛✮
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❈❡s î❧❡s ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡❛✉ ❞❡s❝❡♥❞✱ ❧❡s î❧❡s ❣r❛♥✲
❞✐ss❡♥t✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ◗✉❡❧q✉❡❢♦✐s✱ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs î❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧
♠♦r❝❡❛✉ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❈❡s ♠♦r❝❡❛✉① s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ◆♦✉s ❛rrêt♦♥s q✉❛♥❞ t♦✉t❡ ❧✬❡❛✉ ❛ ❞✐s♣❛r✉✳ ◆♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ♥♦✉s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❣❛r❞❡r tr❛❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é ❡t ❞❡
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉①
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞ ❞❡ ❚❛r❥❛♥✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é✱ ❡t ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡✉r ✉♥✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❧t✐t✉❞❡✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r❝♦✉rt t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❢♦✐s✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ❤❛✉ts✱ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❡t ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧✬❛r❜r❡ à
♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✳
1 1 1 1 1 1 1
1 3 3 2 3 4 1
1 3 3 2 3 4 1
1 1 1 1 1 3 1
1 3 3 2 1 1 1
1 4 3 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
F1
0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0
F2
0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
F3
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
F4









α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1
α1 α4 α4 α2 α5 α7 α1
α1 α4 α4 α2 α5 α7 α1
α1 α1 α1 α1 α1 α5 α1
α1 α6 α6 α3 α1 α1 α1
α1 α8 α6 α3 α3 α3 α1
α1 α1 α1 α1 α1 α1 α1
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✷✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭❛✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❋ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭❜✮✳
▲❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❡st ❛♣♣❡❧é α1✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✷ s♦♥t ❛♣♣❡❧és α2 ❡t α3 ✭s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
❜❛❧❛②❛❣❡ ❤❛❜✐t✉❡❧✮✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✸❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✼❪✳
✻
✷✳✷✳ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❆✉ s❡♥s ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡st ❧❡ ❧✐❡✉ ❞✬♦ù ✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ❞✬❡❛✉✱ s✬é❝♦✉❧❛♥t s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✱ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡✉① ♠✐♥✐♠❛ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❬✼✼✱ ✻✾✱ ✻✹✱ ✶✵✹❪✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳
◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ✭q✉✐ s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r✮ ✈❡rs ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ✭❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs
❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❈❛♥♥② ❬✻✽❪
❧♦❝❛❧✐s❡♥t ♠❛❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❬✼✾❪✱ ❧à ♦ù ❧❡s ♦❜❥❡ts s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♦✛r❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡
♣r♦♣♦s❡ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❢❡r♠és✳
◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡
❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♣❛r ③♦♥❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t
❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡t ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♣❛r ③♦♥❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ❙✐ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✐té
✐♥❢ér✐❡✉r❡✮✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ q✉✐ ♥✬♦✛r❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❧♦❝❛❧❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❋✳ ▼❡②❡r ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ❬✶✵✻❪✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❡❛✉① ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡✐❦♦♥❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❙❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❙❤❛❞✐♥❣ ❬✶✶✾✱ ✻✼❪✳ ❈❡s ❧✐❡♥s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r
❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❝♦♥t✐♥✉❡✑ ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❡✐❦♦♥❛❧❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❬✾✽✱ ✾✼✱ ✾✾✱ ✶✵✾❪✳
✭❛✮ ❈♦♥t♦✉rs ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❡❛✉① ❝♦♥t✐♥✉❡
✭❜✮ ❈♦♥t♦✉rs ❞❡ ❈❛♥♥②✲❉❡r✐❝❤❡
❋✐❣✳ ✸✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡ q✉❛❞r❛♥ts ❞❡ t❡✐♥t❡s ❞❡ ❣r✐s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ❈❛♥♥②✲❉❡r✐❝❤❡ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❧❡ ♣♦✐♥t ♠✉❧t✐♣❧❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✶✾❪✱ ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✼✱ ✻❪ ❡t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✐✈r❡ ❬✸❪✳
✼
✷✳✸✳ ▲✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞✐s❝rèt❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✿
❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐♥❝❡♥t✲❙♦✐❧❧❡ ❬✶✸✶❪ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡②❡r ❬✶✵✺❪✮ ❡t
❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❬✶✻❪✳ ●râ❝❡ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❝♦❧✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts s❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦rr❡❝t❡s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❜❛ss✐♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✳ ❯♥ s❡✉❧ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❣❛r❛♥t✐t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❝♦rr❡❝ts✳ ❊♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠✐♥✐♠❛✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝♦❧s s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳
❘❡♥✈❡rs❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❡st
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t tr❛✐tés ♣❛r ❛❧t✐t✉❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳ ◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡❛✉① ♣❛r é♠❡r❣❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t ♣❧✉s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡✳
2 3 50 2
3 50 3 50
255 128 50 4
2 255 128 50
1 2 255 5
✭❛✮
A A 50 B
A 50 C 50
255 128 50 D
E E 128 50
E E 255 F
✭❜✮
A A 50 B
A 50 C 50
255 E 50 D
E E E 50
E E 255 F
✭❝✮
A A 50 B
A 50 C 50
255 128 50 D
E 255 128 50
E E 255 F
✭❞✮
❋✐❣✳ ✹✳ ❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝♦❧s✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ✭❛✮ ❡t q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥t♦✉rs
rés✉❧t❛ts ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ✿ ✭❜✮ ❝♦♥t♦✉rs ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐♥❝❡♥t✲❙♦✐❧❧❡ ✭❝✮
❝♦♥t♦✉rs ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡②❡r ❡t ✭❞✮ ❝♦♥t♦✉rs ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❝♦❧ ❡♥tr❡ ❊ ❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ❜❛ss✐♥ ❡st ❞❡ ✺✵ ♣♦✉r ✭❝✮ ❡t ❞❡ ✶✷✽ ♣♦✉r ✭❜✮✳ ▲❛
❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❝♦❧ ❞❡ ✷✺✺✳
2 2 2 2 2 2 2
2 2 20 20 20 2 2
2 20 10 10 10 20 2
30 30 10 10 10 30 30
1 30 10 10 10 30 0
1 1 30 10 30 0 0
1 1 1 10 0 0 0
✭❛✮
A A A A A A A
A A A A A A A
A A A A A A A
30 A A A A A 30
B 30 A A A 30 C
B B 30 A 30 C C
B B B 10 C C C
✭❜✮
A A A A A A A
A A A A A A A
A A 10 10 10 A A
30 A 10 10 10 A 30
B 30 10 10 10 30 C
B B B 10 C C C
B B B 10 C C C
✭❝✮
A A A A A A A
A A 20 20 20 A A
A 20 B 10 C 20 A
30 B B 10 C C 30
B B B 10 C C C
B B B 10 C C C
B B B 10 C C C
✭❞✮
❋✐❣✳ ✺✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝♦❧✳ ✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✏❜♦✉t♦♥♥✐èr❡✑✱
✭❜✮ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ▼❡②❡r✱ ✭❝✮ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐♥❝❡♥t✲❙♦✐❧❧❡✱ ❡t ✭❞✮ ❧❡s
❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ✷✵ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❞é
♥✐ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐❝❡♥t✲❙♦✐❧❧❡✱ ♥✐ ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❡②❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝♦❧s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉t♦♥♥✐èr❡ ✭❛✮✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❉❡✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✷✱ ✸✻❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✺❪✳
✽
✷✳✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦✉t✐❧ ♣♦✉r s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❛r
❙✳ ❇❡✉❝❤❡r ❡t ❈✳ ▲❛♥t✉é❥♦✉❧ ✈❡rs ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✵ ❬✻✵❪✳ ❉és♦r♠❛✐s ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♠♠é❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●✳ ❇❡rtr❛♥❞ ❡t ▼✳ ❈♦✉♣r✐❡ ❬✼✹❪
♠♦❞✐✜❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✮ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t
❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ré❣✐♦♥❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡t ❞✬❛♠✐♥❝✐r ❧❡s ✏❝rêt❡s✑ sé♣❛r❛♥t ❝❡s ♠✐♥✐♠❛✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❝rêt❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❋✐❣✳ ✻✮✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ●✳ ❇❡rtr❛♥❞ ❬✺✼❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❛✉tr❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡t s❡s ❧✐❡♥s étr♦✐ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♥♦♠♠é❡ ❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛ï❢ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t p ✭n ♣♦✐♥ts✮✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ p q✉✐ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à p ✭❝♦ût ✿ O(n) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✮✱
❡t ❛❜❛✐ss❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té s✐ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st é❣❛❧ à ✉♥✳ ❈❡❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ré♣été ❥✉sq✉✬à st❛❜✐❧✐té✳ ❆✉ ♣✐r❡✱
❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡①t❡r♥❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r ♠❛①✭n, g✮ ❢♦✐s✱ ♦ù g r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ O(n2 × ♠❛①(n, g))✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❡♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❡t ❞é♠♦♥tré ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡str✉❝t✐❜❧❡s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ❡♥
t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡ ❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t
❡♥ t❡♠♣s q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞ ❞❡ ❚❛r❥❛♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✮ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
■❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ q✉✐ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ s♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❡t ✜❧tr❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✿ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡✱ ❧❡s h✲♠✐♥✐♠❛✱ ❧❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ♣❛r ❛✐r❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r
❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡s ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s . . . q✉✐ s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✳ ✻✳ ✭❛✮ ✿ ✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ✭❜✮ ✿ ❡♥ ❜❧❛♥❝ ✿ ♠✐♥✐♠❛ ré❣✐♦♥❛✉① ❞❡ ✭❛✮✱ ✭❝✮ ✿ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❞❡ ✭❛✮✱ ✭❞✮ ✿ ❡♥ ❜❧❛♥❝ ✿ ♠✐♥✐♠❛ ré❣✐♦♥❛✉① ❞❡ ✭❝✮✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✺❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✻❪✳
✾
✷✳✺✳ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ é♣❛✐ss❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❣ê♥❛♥t
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❣❛✲
r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉①✱
❣r❛♣❤❡s ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❀ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡♣rés❡♥t❡r
❧❛ ❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ s❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐❣✉ïté ❡♥tr❡ ❧❡s ❛rêt❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡
❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉✱ ❡♥ tr❛♥s♣♦s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ✈❛❧✉és ✿ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❡t
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛rêt❡s✳ P♦✉r r❡✈❡♥✐r à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ♦♥
❝♦♥st✐t✉❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡ ❛rêt❡ s❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❡①tré♠✐tés✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣❛r ✐♠♠❡rs✐♦♥ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❡st ✉♥ ❛♠✐♥❝✐ss❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ♦♥ ❣❛r❛♥t✐t
❛✐♥s✐ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❀
✷✳ t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣❛r ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ rés❡❛✉ ✿ ♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ✜♥❡ss❡
❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ✢♦✉❡✳ ❊♥
♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s❡❣♠❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s
❞❡s ■❘▼ ✸❉ ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛✉① ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❣r✐s❡✱ ❜❧❛♥❝❤❡ ✭▼●✱ ▼❇✮ ❡t ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❝é♣❤❛❧♦✲r❛❝❤✐❞✐❡♥ ✭▲❈❘✮✳
▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❝❡ rés❡❛✉✱ ♣❛r ✐♠♠❡rs✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ét✐q✉❡tés ▼●✱
▼❇ ♦✉ ▲❈❘✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ✢♦✉❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✿ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s
♠✐♥✐♠❛ ♣❡rt✐♥❡♥ts✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡
s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré ❞✉❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés (1)
❡t (2)✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞é✜♥✐r ❡t à ét✉❞✐❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✭✈♦✐r
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ❡t ✷✳✼✮✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡❛✉①✳
(a) (b) (c)
❋✐❣✳ ✼✳ (a) ❡t (b) ✿ ❝♦✉♣❡s ✐ss✉❡s ❞✬■❘▼ ✸❉ ❚✶ ❡t ❚✷ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❀ (c) s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✭(a)✱ (b)✮✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✼❪✳
✶✵
✷✳✻✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❜✐♥❛✐r❡
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s
❞❡ ré❣✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ❝♦♥♥❡①❡s sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡
❢r♦♥t✐èr❡✳ ❙✐ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ s❛♥s ❢✉s✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ✭❛✉ s❡♥s ❜✐♥❛✐r❡✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✱
q✉❡ t♦✉t❡s ♦✉ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ▲✬✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡st q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❡❛✉① ❡st ♠✐♥❝❡✳
❆✉❝✉♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✉s✉❡❧❧❡s s✉r Z2 ❡t Z3 ♥❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ s✉r Zn✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ré❣✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s









❋✐❣✳ ✽✳ (a) ✿ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ■❘▼ ❞❡ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳ (b) ✿ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❡❛✉① ❞❡ ✭❛✮✱ ❡♥ ✽ ❝♦♥♥❡①✐té✳ (c) ✿ ❩♦♦♠ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ (b) ❀ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❆ ❡t ❇ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❢✉s✐♦♥♥❡r s❛♥s
❢✉s✐♦♥♥❡r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❛✈❡❝ s♦✐t ❈ s♦✐t ❉✳ (d) ✿ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ✭❛✮✱ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ (e) ✿ ❩♦♦♠
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ (d) ❀ t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ♣❡✉t ❢✉s✐♦♥♥❡r✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✽❪✳
✶✶
✷✳✼✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❜✐♥❛✐r❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✏ré❞✉✐t❡✑ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞é❝r♦îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦✉♣❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥❝❡✉r ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❡t ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ t♦✉t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① s♦✐t ✜♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ❧✐❡♥s ♣r♦❢♦♥❞s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠✐♥❝❡✉r
❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥s✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✱ ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❯♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r✳ ▲✬✐♥térêt ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❡t
très ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♠✐♥❝❡ ✭❛✉ s❡♥s ❜✐♥❛✐r❡✮✳ ▲❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r❢❛✐ts s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st
✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳
0 0 9 0 10 0 0
10 10 9 10 10 0 0
0 10 10 10 9 9 9
9 9 10 10 10 0 0
0 10 10 9 10 10 10
0 10 0 9 0 0 0
0 10 0 9 0 0 0























































































0 0 9 0 10 0 0
10 10 0 10 10 0 0
0 10 10 10 0 9 9
9 0 10 10 10 0 0
0 10 10 0 10 10 10
0 10 0 9 0 0 0
0 10 0 9 0 0 0
A A 9 H 10 D D
10 10 A 10 10 D D
F 10 10 10 D 9 9
9 C 10 10 10 G G
C 10 10 B 10 10 10
C 10 E 9 B B B
C 10 E 9 B B B
(d) (e) (f)
❋✐❣✳ ✾✳ (a) ❯♥❡ ✐♠❛❣❡✳ (b) ●r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à (a) ♣♦✉r ❧❛ ✽ ❝♦♥♥❡①✐té✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ (a) ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✽ ❝♦♥♥❡①✐té✱ ❡t q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ❡st é♣❛✐ss❡✳ (c) ●r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à (a)
s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ (d) ▲✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ (a) ♣♦✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ (e) ■♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
(d)✱ (f) ▲❡s ré❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s à (d) ✭♣♦✐♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❧❛❜❡❧✮ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ✭♣♦✐♥ts s❛♥s
❧❛❜❡❧s✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ♠✐♥❝❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✹✵❪✳ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✳
✶✷
✷✳✽✳ ❙❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛❝❤✐q✉❡
▲❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ♣r♦❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r
❝❡tt❡ s✉r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✻✶✱ ✶✵✽❪✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❬✺✽✱ ✺✾❪ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s
❝♦♥t♦✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞♦♥♥és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs q✉✐
♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Φλ ❞❡ ✜❧tr❡s ❝♦♥♥❡①❡s✱ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ✳ P❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ F ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✭❜✐♥❛✐r❡s✮ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs Wλ✱ ❝❤❛q✉❡ Wλ ét❛♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡❛✉① s✉r ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ F ♣❛r Φλ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs Wλ s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs Wλ−1✳




❖✉tr❡ ❧✬✐♥térêt ✈✐s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ s❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t ✈❛❧✉és✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡
❞♦♥♥é ❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✏q✉❡❧s s♦♥t
❧❡s n ♦❜❥❡ts ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥tr❛stés ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❄✑ ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ rés✉❧t❛♥t❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ✜❧tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ❝ré❡r ❞❡s ♣❧❛t❡❛✉①✱ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡s ❡❛✉① s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡✉ ✜❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ♣❧❛t❡❛✉①✳ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s❛✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s s✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❛✈❛♥t ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s✉❥❡ts à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✹✽✱ ✹✾❪✳
P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡ ❬✹✶✱ ✶✷✱ ✶✵✼✱ ✾✺✱ ✶✷✶❪✱ ❢♦♥❞és s♦✐t s✉r ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✱ s♦✐t s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡①✐st❛♥ts à
❧✬é♣♦q✉❡✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ré❝❡♠♠❡♥t ❬✶✺✱ ✸✷✱ ✸✻❪ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝♦❧s ❡①❛❝t❡s s✉r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❈❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡s ❝♦❧s s♦♥t ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❧❡❢s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s❛✐❧❧❛♥❝❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ♦❜t❡♥✉s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❬✶✽❪ ❞❡✈r❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛
s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs✱ ❡t ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❞❡ ♥♦s ♣r♦❝❤❛✐♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳
✭❛✮ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❙❛❧❧✐❛♥❝❡ ❞❡s
❝♦♥t♦✉rs
✭❝✮ ❙❡✉✐❧ ❞❡ ✭❜✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
✷✺
✭❞✮ ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
✷✺ ✰ ▲P❊
✭❡✮ ❉ét❛✐❧ ❞❡ ✭❝✮ ✭❢✮ ❉ét❛✐❧ ❞❡ ✭❞✮
❋✐❣✳ ✶✵✳ ❙❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✸❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✷❪✳
✶✸
✸✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙
✸✳✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♠♦♥t❛❣♥❡s r✉ss❡s ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✬✉♥ ✐♥térêt ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛s♣❡❝ts
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❬✾✹✱ ✼✵✱ ✽✺❪✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭❢♦♥❞é s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té ❬✺✶❪✮✱
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ❜♦r♥é❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱
❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧✬✐♥✜♠✉♠✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❧❡s
♠✐♥✐♠❛ ❣❧♦❜❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡
r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t q✉✬❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡
❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞é❝r♦✐ss❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❞❡ s❡s s✉✐t❡s ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s❛✉t❡ ❛✉
❞❡ss✉s ❞❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ q✉✐tt❡ ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ ❥♦✉❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❛✉① ✏▼♦♥t❛❣❡s ❘✉ss❡s✑✱ ♠❛✐s ❝♦♥✈❡r❣❡
✈❡rs s♦♥ ✐♥✜♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡s ▼♦♥t❛❣♥❡s ❘✉ss❡s ❡st r❡♣r✐s❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❆✉❜✐♥ ❡t ❆♥♥✐❝❦ ▲❡s♥❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s
♣❛②s❛❣❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❬✺✹❪✳
✭❛✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❛✮✱ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❞✐✛ér❡♥t❡
✭❝✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❞✮ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭❝✮✱ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
❞✐✛ér❡♥t❡
❋✐❣✳ ✶✶✳ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✶❪ ❡t ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✽✱ ✶✹❪✳
✶✹
✸✳✷✳ Pr♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❞❛♣té ✭❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♣ér❛♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦✉ à
t❡✐♥t❡s ❞❡ ❣r✐s ❬✾✵✱ ✶✶✽✱ ✶✶✼❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥❞✉✐ts ♣❛r
❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ●râ❝❡ à ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❛❧❣è❜r❡ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✺✸✱ ✺✶❪✮✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❣✐ss❛♥t
s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❡r♠és✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♦✉ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ✈✐❛❜✐❧✐té✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ψ :
F(X) 7→ F(X) ✭♦ù F(X) ❡st ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ❢❡r♠és ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s X✮ ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
x′(t) ∈ F (x(t))✱ ♦ù F : X  X ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈♦q✉❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ♣r♦♣♦sé à x′✱ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈♦q✉❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
P♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢❡r♠és Kn✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧✐♠✐t❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ✿














































❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❙♦✐t ψ : F(X) 7→ F(X) ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ ψ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✲s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t ✭s✳❝✳s✳✮ s✐ Kn → K ✐♠♣❧✐q✉❡ ▲✐♠s✉♣n→∞Kn ⊆ ψ(K) ❡t ψ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉✲
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ✭s✳❝✳✐✳✮ s✐ Kn → K ✐♠♣❧✐q✉❡ ψ(K) ⊆ ▲✐♠✐♥❢n→∞Kn✳ ❙✐ ψ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s s✳❝✳s✳ ❡t s✳❝✳✐✳ ❛❧♦rs Kn → K
✐♠♣❧✐q✉❡ ψ(Kn) → ψ(K) ✱ ❡t ❧✬♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ψ ❡st ❝♦♥t✐♥✉✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡r ❬✾✶✱ ✽✾❪ q✉❡ t♦✉t❡
ér♦s✐♦♥ ψ : F(X) 7→ F(X) ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ x′(t) ∈ F (x(t))✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ K ❛ss♦❝✐❡ ✿
✕ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ϑF (h,K) ❛✉ t❡♠♣s h ❡st ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
✕ s♦♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ✈✐❛❜✐❧✐té ✭❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ✈✐❛❜✐❧✐té ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❢❡r♠é ❞❡ K t❡❧ q✉❡ ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t x0✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à x′(t) ∈ F (x(t)), x(0) = x0 ✈✐❛❜❧❡ ❞❛♥s K ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù x(t) ∈ K, ∀t ≥ 0✳✮ ViabF (K) ❡st ✉♥❡
♦✉✈❡rt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s
♣♦✐♥ts ✜①❡s✳
✕ s♦♥ ♥♦②❛✉ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❢❡r♠é ❞❡ K t❡❧ q✉❡ ❞❡ t♦✉t ♣♦✐♥t x0✱ t♦✉t❡
s♦❧✉t✐♦♥ à x′(t) ∈ F (x(t)), x(0) = x0 ❡st ✈✐❛❜❧❡ ❞❛♥s K ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù x(t) ∈ K, ∀t ≥ 0✳✮ InvF (K) ❡st ✉♥❡
ér♦s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ❡st s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✻❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✶❪✳
✶✺
✸✳✸✳ ➱q✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s t✉❜❡s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥✜♥✐tés✐♠❛✉① ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✭éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✻✻❪ ♦✉ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬✶✵✸❪✮✱ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ❬✻✸❪✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❡ r❡❣❛r❞❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ér✐✈❡r ❞❡s t✉❜❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s✳
◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❡t ♣r♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡t s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥
s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ à ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t✉❜❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ K(t) = K ⊕ tS✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t K ♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❝♦♥✈❡①❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞✬✐♥tér✐❡✉r ♥♦♥ ✈✐❞❡ S✱ ✈ér✐✜❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
◦
K (t) ∋ NSK(t)(.)
⋂
S, K(0) = K
♦ù NS
K
(x) ❡st ❧❡ ❝ô♥❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✉ ❝♦♠♣❛❝t K ❛✉ ♣♦✐♥t x ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t S✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
♣r♦✉✈❡✱ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t K✱ q✉❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ K ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝ô♥❡
♥♦r♠❛❧ ❡st ré❞✉✐t à ❧❛ ❞❡♠✐✲❧✐❣♥❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r✳
✭❛✮ ❈ô♥❡s ❝✐r❝❛t❛♥❣❡♥ts ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡✳ ✭❜✮ ❈ô♥❡s ♥♦r♠❛✉① ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡✳
❋✐❣✳ ✶✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❝ô♥❡s ❝✐r❝❛t❛♥❣❡♥ts ❡t ♥♦r♠❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✵❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✾❪✳
✶✻
✸✳✹✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❬✺✷✱ ✺✺❪ s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③ ♦✉ ❝❡❧✉✐ ❞❡ P❡❛♥♦✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés à ❝❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s❡♠❜❧❡ ✉♥ êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♥❡
✈✐✈❡♥t ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥
❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❬✶✷✾✱ ✽✷❪✱
❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❬✽✸✱ ✽✹✱ ✽✶❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❬✶✵✵✱ ✶✷✹✱ ✶✷✺✱ ✶✷✷❪✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❬✺✷❪✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ s♦♥t ❞✬✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥térêt✳
◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊✉❧❡r✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s
❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t✉❜❡s✳
❋✐❣✳ ✶✸✳ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞♦♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
R
2✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt K(0) ❡st ❡♥ ❣r✐s✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✵❪✳
✶✼
✸✳✺✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✿ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❉é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st ✉♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❞é✜s ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❬✾✷✱ ✼✷✱ ✶✶✸✱ ✶✶✷❪✱
q✉✐ ❛ ♣r♦✉✈é s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦✉❧❡s ♦✉ ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t
❞✬❛✐r❜❛❣s✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉
♠✐❧❧✐♦♥✮ ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ✭♣❛rt✐❝✉❧❡s✮✳ ▲❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭♦❜st❛❝❧❡s✮✳ ❊❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉❥❡tt❡s à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡①t❡r♥❡s ♦✉ ❝♦✉♣❧é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ✢♦t✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❧❛
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦✉❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦✉❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é
s❡❧♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✬❛✐r❜❛❣✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❣❛③❡✉① ❡t ❧❡ s❛❝ ♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♠❛✐s ❞❡s ❜❧♦❝s ❛❜str❛✐ts ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r r❡✢ét❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
❊♥ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s❡r✈❡♥t à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡✛❡ts s♣é❝✐❛✉① t❡❧s ❧❡ ❢❡✉✱ ❧❛ ❢✉♠é❡ ♦✉ ❧❡s ❡①♣❧♦s✐♦♥s✳
◆♦tr❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❛✐♥s✐ ✐♥té❣ré à ❙♦❢t✐♠❛❣❡✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❧❡❛❞❡rs ❞✉ ♠❛r❝❤é✳
❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
♣❛r ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♥❞✉s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛♠♣❡s ❞❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs✮✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ r❛❞✐♦s✐té✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❜r♦✉✐❧❧❛r❞✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❧❛s❡rs✮✳
❉❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❡③ ❞❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳
❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♥ér✐q✉❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❧❛r❣❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦❜t❡♥✐r✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✳ ✶✹✳ ✭❛✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦✉❧❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❙t❛❞❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ✭❆r❝❤✐t❡❝t❡s ✿ ▼❛❝❛r②✱ ❩✉❜❧❡♥❛✱ ❘❡❣❡♠❜❛❧✱
❈♦st❛♥t✐♥✐✮✳ ✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉r é❝❧❛✐ré ♣❛r t❡♠♣s ❜r✉♠❡✉①✳ ✭❝✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❣♦♥✢❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛✐r❜❛❣✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✶✸❪✱ ✉♥❡ t❤ès❡ ❬✻✺❪ ❡t ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐♥❞✉str✐❡❧s✳
✶✽
✹✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❆❯ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ❉❊❙ ■▼❆●❊❙
✹✳✶✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝❛r❞✐❛q✉❡s ■❘▼
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✹❉ ✭✸❉ ✰ t❡♠♣s✮ ❞✉ ♠②♦❝❛r❞❡
✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ❣❛✉❝❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❝✐♥é✲■❘▼ ❞✉ ❝÷✉r ❡♥ ♣❡t✐t ❛①❡✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st t❡sté❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs✱ ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬é❥❡❝t✐♦♥
✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡s ❣❛✉❝❤❡s ❝❤❡③ ❞✐① ♣❛t✐❡♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡♥ ♣♦st✲✐♥❢❛r❝t✉s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡ ✉♥❡
❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬é❥❡❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✵✱✾✽ ❡t ❞❡ ✵✱✾✾ ❡t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✲✶✱✹ ❣r❛♠♠❡s ❡t ❞❡ ✵✪✳ ❈❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡✱ ❡♥ ✹❉✱ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✜❛❜❧❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡s ❣❛✉❝❤❡s✱ ❡♥ ♣♦st✲✐♥❢❛r❝t✉s✳
❈❡t ♦✉t✐❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❡♥ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞✬❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡
❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬■♠❛❣❡r✐❡ ❈❛r❞✐♦✲✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❋❛❝✉❧té ❞❡ ▼é❞❡❝✐♥❡ ❞❡ ❈rét❡✐❧✳ ➚ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡s ❳❱■è♠❡s ❏♦✉r♥é❡s
❊✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❈❛r❞✐♦❧♦❣✐❡✶✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t ❛ r❡ç✉ ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ✿
✕ ❯♥❡ ✏❉♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈❧✐♥✐q✉❡✑✱ ❞✬✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ✽✵ ✵✵✵ ❊✉r♦s✱ ❛ été ❛ttr✐❜✉é❡ ♣❛r ❧❛ ▼❛✐s♦♥ ❞✉ ❈÷✉r
✭❋é❞ér❛t✐♦♥ ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❈❛r❞✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❈❛r❞✐♦❧♦❣✐❡✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞♦t❛t✐♦♥s
♦✛❡rt❡s ❡♥ ✷✵✵✻ ♣❛r ❧❛ ▼❛✐s♦♥ ❞✉ ❈♦❡✉r ❞❡st✐♥é❡s à ✏✜♥❛♥❝❡r ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❛♠❜✐t✐❡✉① ❡t tr❛♥s✈❡rs❛✉①✱ ✉♥✐ss❛♥t
s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ éq✉✐♣❡s ❝❧✐♥✐q✉❡s ❡t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✑✳
✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ✏❥❡✉♥❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r✑✱ ❛ été ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ ❞♦❝t❡✉r ❚❤♦♠❛s ●♦✐ss❡♥ ♣♦✉r ✉♥
❛rt✐❝❧❡ é❝r✐t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❬✸✽❪✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✶✺✳ ✭❛✲❜✮ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ✸❉ ❞✉ ♠②♦❝❛r❞❡ s❡❣♠❡♥té✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮ ✭❤✮
✭✐✮ ✭❥✮ ✭❦✮ ✭❧✮ ✭♠✮ ✭♥✮ ✭♦✮ ✭♣✮
✭q✮ ✭r✮ ✭s✮ ✭t✮ ✭✉✮ ✭✈✮ ✭✇✮ ✭①✮
❋✐❣✳ ✶✻✳ ✭❛✲①✮ ✷✹ ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝÷✉r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ t❤ès❡ ❡♥ ❝♦✉rs✱ ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❆❘❊▼❈❆❘ ✭❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠é❞✐❝❛❧❡ ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❝❛r❞✐♦✲
❧♦❣✐❡✮✳ ❉❡✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❬✸✽✱ ✸✾❪✳
✶▲❡s ❳❱■è♠❡s ❏♦✉r♥é❡s ❊✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❋r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❈❛r❞✐♦❧♦❣✐❡ s❡ s♦♥t t❡♥✉❡s à P❛r✐s ❛✉ P❛❧❛✐s ❞❡s ❈♦♥❣rès ❞✉ ✶✽ ❛✉ ✷✶
❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✻✳ ❆✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ✼✵✵✵ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✬❤♦r✐③♦♥s très ❞✐✈❡rs✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t ♠❛❥❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❊✉r♦♣❡✳
✶✾
✹✳✷✳ ❈♦✐♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✐♥s ✭♣♦✐♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✮ ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ q✉✐ rés♦✉t q✉❡❧q✉❡s
✉♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉✈❡♥t r❡♥❝♦♥trés q✉❛♥❞ ❧❡s ❝♦✐♥s ❞ét❡❝tés s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s ❜✉ts ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦✐♥s
♦✉ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s r✐❝❤❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à
❛♣♣❛r✐❡r ✿ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✐♥s ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❡①tr❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦✐♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡st ré❞✉✐t❡ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦✐♥s ❡st ❛✉ss✐ r❡♣♦rté❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✼✾✱ ✶✶✹❪✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✐♥s ❜❛sé❡ s✉r ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✐♥s
❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❞ér✐✈é❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✱ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝♦✐♥ ✭♥♦♠❜r❡ ❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ♣❛rt❛♥t ❞✉
❝♦✐♥✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❡s ❝♦✐♥s s♦♥t ♠✐❡✉① ❧♦❝❛❧✐sés ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉①
❝♦♥t✐♥✉❡s ❬✼✱ ✹✶❪✮✳ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ✿ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✐♥s✱ ❡t ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✐♥
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦✐♥ ❬✻✷❪ q✉✐ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✐♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❋✐❣✳ ✶✼✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦✐♥s tr♦✉✈és ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①tr❛✐t ✺ ♣❡t✐t❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♣rés❡♥té ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈é ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❝❡r❝❧é❡✮✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❡t
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍❛rr✐s ❡t ❙t❡♣❤❡♥ ❬✽✽❪ ✭❧❛ ❝r♦✐①✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ss✐♥és ❡♥ ♥♦✐r ♦✉ ❜❧❛♥❝
s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✺❪✳
✷✵
✹✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ✈✐s❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❧❡✉r ✈✐s❛❣❡✳ ❈❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✮ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ♠❡s✉rés ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t très té♥✉❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❧❡s r❡♥❞❛♥t
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥ é❝❤❡❧❧❡✱ ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛ttr✐❜✉ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s q✉✐ ❢❛✐t r❡ss♦rt✐r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ét❛❜❧✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ♦❜s❡r✈é✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡
❡♥tré❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été t❡sté❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✶✵ ♣❡rs♦♥♥❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉ ♣❧✉s ❞❡ ✾✵✪ ❡♥ t❛✉① ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳
✭❛✮ P♦✐♥ts ❡t ❧✐❣♥❡s ✉t✐❧✐sés ✭❜✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❋✐❣✳ ✶✽✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✹❪ ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬✺❪✳
✷✶
✹✳✹✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t très ré♣❛♥❞✉ ❡t ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
r❛✐s♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ■❧ ② ❛ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
s✐ ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ✐♥❝❧✐♥é✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❡ ❞❡t❡❝t❡r ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❬✹✼❪✱ ❡t ❞❡ ❧❡ ❝♦rr✐❣❡r✱
❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✬❛✉tr❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❬✶✶✶❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❢♦r♠❡ ❝♦♥♥✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ P♦✉r ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✳
▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t t♦✉❝❤❡✲t✲✐❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❄ P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ X ❡t
✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t B✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s
X ⊕B = {x|Bx ∩X 6= ∅} ✭✶✮
♦ù Bx = {b + x|b ∈ B} ❡st ❧❡ tr❛♥s❧❛té ❞❡ B ❛✉ ♣♦✐♥t x✳ ▲✬ér♦s✐♦♥ ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❡t ré♣♦♥❞ à ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ✿ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t r❡♥tr❡✲t✲✐❧ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❄ P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ X ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t B✱
♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s
X ⊖B = {x|Bx ⊆ X} ✭✷✮
❈❤♦✐s✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t Lα ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✉♥✐té ❡t ♦r✐❡♥té ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ α✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r très ❝♦♥♥✉ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❡ ❘✉♥✲▲❡♥❣t❤ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✭❘▲❙❆✮ ❬✶✸✷❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
RLSAα(A) = A⊕ γLα ⊖ γLα ✭✸✮






Area(A⊕ γLα ⊖ (γ + β)Lα) ✭✺✮
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ✉♥❡ ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣rès ❞✬✉♥ ♠✐❧❧✐❡r ❞❡ ♣❛❣❡s✳ ❙✉r ❝❡tt❡
❜❛s❡✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡✳ P♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❞❡ ✻✹✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ✺✶✷✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦ts ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ t❡①t❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✵✳✷✱ ❡t ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✵✳✷✺✳ ❈❡tt❡
❡rr❡✉r ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ RLSA0 ⊖ βL0 ✭❝✮ RLSA1 ⊖ βL1 ✭❞✮ RLSA−3 ⊖ βL−3
❋✐❣✳ ✶✾✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r RLSAα(A)⊖ βLα ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥❣❧❡s α s✉r ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t A ✐♥❝❧✐♥é ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡
❞❡ ✲✸ ❞❡❣rés✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✹❪ ❡t ✉♥ ❜r❡✈❡t ❬✹✺❪✳
✷✷
✹✳✺✳ ■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s
▲✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
❞❡ss✐♥s ❡①✐st❛♥ts s✉r ♣❛♣✐❡r ✈❡rs ✉♥ ❢♦r♠❛t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❬✺✵✱ ✶✸✵❪✳ ▲✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛ ❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛rt♦✉❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ❞❡ss✐♥ ❡t s♦♥ t✐tr❡✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡
q✉✐ ♣♦s❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦ût ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛✐❞❡ à ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s
❢♦r♠✉❧❛✐r❡s ❞❡s ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛✐r❡s
s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❛✉① ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡t ❡r❣♦♥♦♠✐q✉❡
♦ù ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ à ✐♥❞❡①❡r ❡st ♠é❧❛♥❣é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❝❛♥♥é❡s✱
é✈✐t❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ à ♣r✐♦r✐ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣❡rt✐s❡✳ ▲❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉
❝❛rt♦✉❝❤❡ ❬✾✻❪✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛rt♦✉❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s
s❝❛♥s ❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞✬✉♥ t❡❧ ♦✉t✐❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡
❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❡t ❞❡ ③♦♦♠❡r s✉r ❧❡ ❝❛rt♦✉❝❤❡ ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r à ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡s ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡
❝❛rt♦✉❝❤❡ ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t s✐t✉é s✉r ❧❡ ❝♦✐♥ ❜❛s✲❞r♦✐t ❞✉ ❞❡ss✐♥✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t♦✉r♥❡r ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s ❝♦rr❡❝t ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛rt♦✉❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❝❛❧❝✉❧é❡s
s✉r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞✉ ❞❡ss✐♥s ♦ù ❧❡ ❝❛rt♦✉❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥t✳ ▲❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t ❞❡s ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❜❛s❡ ❞❡
❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❋✐❣✳ ✷✵✳ ❉❡ss✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t s♦♥ ❝❛rt♦✉❝❤❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❉❡✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❬✷✾✱ ✷✼❪ ❡t ❞❡✉① ❜r❡✈❡ts ❬✹✸✱ ✹✹❪✳
✷✸
✹✳✻✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ■s❛ ❞✉ ▲❖❘■❆ ❡t ❖❝é✲
P▲❚✱ ❡st ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡①✐st❛♥ts ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✏ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✑✳
P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡♥
❡♥tré❡ ❡t ♣r♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡♥ s♦rt✐❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❡t ❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❋♦♥❞é ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❳▼▲ ♣♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
s✉r ❞✉ s❝r✐♣t✐♥❣ ❡t ❞❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❝♦♠♣✐❧é❡s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉rr❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ♥❛✈✐❣❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s❝❛♥♥é❡✳ ◆♦✉s ❧✬✐❧❧✉str♦♥s s✉r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s é❝❧❛tés✳ ▲❡s é❝❧❛tés ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥❡
✏sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✑ s✐♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧s s♦♥t ❢♦r♠és ❞✬✉♥❡ ❧é❣❡♥❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ❞❡ss✐♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ❞❡s ♠ê♠❡s ✐♥❞✐❝❡s✳
❋✐❣✳ ✷✶✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✿ ✉♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s✳
❋✐❣✳ ✷✷✳ ❈❛♣t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❞✉ ♥❛✈✐❣❛t❡✉r✴é❞✐t❡✉r✱ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ é❝❧❛té ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥❛✈✐❣❛❜❧❡✳ ▲❡s
③♦♥❡s s♦♥t ✏sé❧è❝t✐♦♥♥❛❜❧❡s✑✳ ▲❡s ③♦♥❡s s✉r❧✐❣♥é❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✷✽❪ ❡t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✐✈r❡ ❬✸✶❪✳
✷✹
✹✳✼✳ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✐t✐é ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡ ♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♣❛♣✐❡r✳ P❛r ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ r❡❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭❖❈❘✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❡♥tr♦✉✈r❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ sér✐❡✉s❡
à ❧❛ s❛✐s✐❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡❝✐❢ ❞❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té✳ ◆♦tr❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❡t ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ❬✶✶✺❪✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❞❛♥s ✉♥
tr✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿
✶✳ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱
✷✳ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ♦✉t✐❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é✱
✸✳ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✳
▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡st ♦✉✈❡rt❡ ✈❡rs ❧❡ ❢✉t✉r✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛rt♦✉❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❡s ❖❈❘ ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❞✐❣✐t❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡ s❝❛♥ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡①t✉❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ✭❧❡ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉①✮ ❡st ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❖❈❘✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣❛r é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛✉s❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❖❈❘ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s à ❝♦rr✐❣❡r✳
P♦✉r ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r
❧❡ t❡①t❡ r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❖❈❘✳
✕ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛♠❡♥❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞✉ ♠♦t❡✉r ❖❈❘✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❆❈P✮✱
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉① ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❖❈❘✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s ❛
♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❖❈❘ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t
❝❧❛ss✐✜és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❧✐st❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r
❧❡ ♠♦t❡✉r ❞✬❖❈❘ ❛❞❛♣té✱ ♦✉ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❖❈❘✱ ❡♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥ts✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❞❡ss✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❖❈❘ ❝♦♠✲
♠❡r❝✐❛✉① ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣♦❧✐❝❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s♣é❝✐✜q✉❡s
à ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❋✐❣✳ ✷✸✳ ❈❛✉s❡s ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦t❡✉r ❖❈❘ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❞❡ss✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❘és✉❧t❛t ✿ ❯♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✸✵❪ ❡t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✐✈r❡ ❬✹❪✳
✷✺
✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❊❚ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙
❈❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❛ss❡③ ❝♦✉rt✱ rés✉♠❡ ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ❡t ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡✳
❉❡ ❢❛✐t✱ s✐ ❞❛♥s ❝❡s ♣❛❣❡s ❧✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r ❧❡ ❝♦té t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
✉♥❡ ♣❛rt ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❣✉✐s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡t s❛♥s ♣rét❡♥❞r❡
♥✐ à ❧✬❡①❤❛✉st✐✈✐té✱ ♥✐ à ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣r❡s❝✐❡♥❝❡ s✉r ❝❡ q✉❡ ❧✬❛✈❡♥✐r ♥♦✉s rés❡r✈❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳
❊♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ✭❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❡❛✉①✮ s♦♥t ♣❛r♠✐ ♥♦s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ❆✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❝❡♠♠❡♥t ♦✉✈❡rt❡s ✈♦♥t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ét✉❞❡s✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ s♦✉❧✐❣♥❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ❡t ❡♥ s✉❣❣ér❡r q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s✳
✕ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼✐❝❤❡❧ ❈♦✉♣r✐❡ ❡t ●✐❧❧❡s ❇❡rtr❛♥❞ ❬✼✹❪✱ ❛ ❞♦♥♥é ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥
à ●✐❧❧❡s ❇❡rtr❛♥❞ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r✐❝❤❡ ❬✺✼❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❢♦rt❡s ❬✶✺❪✱ ❡t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❞✬❡♥ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❬✸✺❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡①trê♠❡♠❡♥t
❢♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❬✸✺✱ ✶✼❪ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ à
❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝♦❤ér❡♥❝❡ q✉✐ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été ❡①♣r✐♠é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉ss✐ ❝❧❛✐r❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳
▲❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❡♥s ❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ♣♦✉r ❧✬❛✈❡♥✐r✳
✕ ▲❡s ♣r♦❣rès ❝♦♥st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ♦✛r❡♥t ✉♥❡ r❛♣✐❞✐té ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ♣r❛t✐❝✐❡♥s ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t❡ ❡♥❝♦r❡✳ ❆✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡st❡
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s ✐❞é❡s✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té s✉r rét✐♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳
✕ ▲❛ s❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❬✶✷❪ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞♦♥t ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à
êtr❡ ❡①♣❧♦ré❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❬✶✽❪ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏❡❛♥ ❈♦✉st②✱ ●✐❧❧❡s ❇❡rtr❛♥❞
❡t ▼✐❝❤❡❧ ❈♦✉♣r✐❡ ✈♦♥t ② tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és ❢♦r♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡
♣❛r❢❛✐t✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s✉♣r❡♠✉♠ ❡t ✉♥ ✐♥✜♠✉♠ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠✉♥✐r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡
r❡♠❛rq✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ♠❛①✐♠❛❧❡s ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❏✳ ❙❡rr❛ ❞❛♥s s♦♥ ét✉❞❡ ❞❡s
tr❡✐❧❧✐s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✶✷✻❪✳
✕ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ✏♦♣t✐♠❛❧❡✑ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ✉♥
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦s❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ♣♦✉✈♦✐r ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡✳
✕ ▲❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞✐s❝rèt❡s ❬✼✻✱ ✼✺❪ ♥é❝❡s✲
s✐t❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✳ ❯♥ ❝❛❞r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✱
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ P✳❙✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❬✹✻❪✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
❛✐♠❡r✐♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❞✐s❝rèt❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✕ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ♥♦tr❡ t❤ès❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❬✼✱ ✹✶❪✱ s❛♥s ♣♦✉r
❛✉t❛♥t ré✉ss✐r à ♣♦s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ s✉✣s❛♠❡♥t ❧❛r❣❡ à ♥♦tr❡ ❣♦ût✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r r❡✈♦✐r
❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à r❡♥❞r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t à
✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈♦q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❛✐❞❡♥t à ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❜♦♥s
♣r♦❜❧è♠❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❞❡ ❜♦♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦tr❡ ❝❛rr✐èr❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r à ✉♥
✷✻
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❥❡ts ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
❆✷❙■✱ ♥♦✉s ❝♦❧❧❛❜♦r♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s éq✉✐♣❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥ ❝✐t❛♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❝♦✉rs ✿
✕ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏❡❛♥ ❈♦✉st②✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs✱ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s t❤è♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ❉é♣❛rt❡♠❡♥t
❞✬■♠❛❣❡r✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❋é❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❛r❞✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❤ô♣✐t❛❧ ❍✳ ▼♦♥❞♦r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❧❛ q✉❛♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥é❝r♦s❡s ✭♣❛rt✐❡s ❞✉ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❛②❛♥t s✉❜✐ ❞❡s ❞♦♠♠❛❣❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥ ✐♥❢❛r❝t✉s✮✱ ❧✬ét✉❞❡
❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r♦✐s ♠✉s❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥é❝r♦s❡s s✉r ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐rr✐❣❛t✐♦♥
❞✉ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ✈✐❛ ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① ❝♦r♦♥❛✐r❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦✐t ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t à ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❞é❞✐és✱ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s ♠é❞❡❝✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧ ❥♦✉r♥❛❧✐❡r✱
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛ ♣❡r♠✐s à ❏❡❛♥ ❈♦✉st② ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❬✶✽❪✳
✕ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ❜❛s❡s ♥♦♥ str✉❝t✉ré❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❲♦r❧❞✲❲✐❞❡✲❲❡❜ ❡st
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❉❛✈✐❞ ▼❡♥♦t✐ ✭t❤ès❡ ❡♥ ❝♦✲t✉t❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❆r♥❛❧❞♦ ❞❡ ❆❧❜✉q✉❡rq✉❡ ❆r❛ú❥♦✱
❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❞❡ ▼✐♥❛s ●❡r❛✐s✱ ❇rés✐❧✮✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡♥
ré❣✐♦♥ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞❛♣té❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♦✉ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ ❢♦♥❞é❡
s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉✳
❙❛♥s ♥é❣❧✐❣❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦s ❢✉t✉rs tr❛✈❛✉① t❤é♦r✐q✉❡s s❡r♦♥t ✐♥s♣✐rés




✕ ❈♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞✬❊r✐❝ ❇♦✉✈✐❡r✱ s♦✉t❡♥✉❡ ❡♥ ❛✈r✐❧ ✶✾✾✼ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧ ❙❛❜❛t✐❡r ❬✻✺❪✳
✕ ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏❡❛♥ ❈♦✉st②✱ ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼❛r♥❡✲❧❛✲❱❛❧❧é❡✳
✕ ❈♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❉❛✈✐❞ ▼❡♥♦t✐✱ ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✺ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼❛r♥❡✲❧❛✲❱❛❧❧é❡✱
❡t à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❋é❞ér❛❧❡ ❞❡ ▼✐♥❛s ●❡r❛✐s ✭❇rés✐❧✮✳
✕ ❉❡♣✉✐s ✷✵✵✹✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❧✐èr❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✉ ❉❊❆ ✭▼✷✮ ■❋❆ ❞❡ ▼❛r♥❡✲❧❛✲✈❛❧❧é❡✱ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥
❛ss✉r❡ ❛✈❡❝ ❏❡❛♥ ❙❡rr❛ ✉♥ ❝♦✉rs ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
✻✳✷✳ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈✐❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
✕ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s
✕ ❈♦✲♦r❣❛♥✐s❛t❡✉r ✭❛✈❡❝ ❈❤✳ ❘♦♥s❡ ❡t ❊✳ ❉❡❝❡♥❝✐èr❡✮ ❞❡ ■❙▼▼ ✷✵✵✺ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
▼♦r♣❤♦❧♦❣②✮ ❬✶✱ ✷❪ ✭❛✈r✐❧ ✷✵✵✺✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✮
✕ ▼❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✈♦q✉❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té
❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❆✉❜✐♥ ✭✷✶✲✷✺ ❥✉✐♥ ✷✵✵✹✱ ❘♦s❝♦✛✱ ❋r❛♥❝❡✮
✕ ▼❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❈■❋❊❉ ✷✵✵✷
✕ ▼❡♠❜r❡ ❞✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ Pr❡♠✐èr❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❋é❞ér❛t✐✈❡ s✉r ❧❡ ❉♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ▲❛♥❣✉❡ ❋r❛♥ç❛✐s❡
❈❋❉✬✵✷ ❍❛♠♠❛♠❡t✲❚✉♥✐s✐❡ ✷✵✲✷✸ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✷
✕ ❏♦✉r♥❛✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳
◆♦✉s ♣❛rt✐❝✐♣♦♥s à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✐♠❛❣❡s ✿
✕ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
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